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的 先 验 分 布 参 数 为 ：η =（10，18，6），τ （0.25，0.25，0.25），h
（2.5，2.5，2.5）。 这里取 α=2，g=0.2，δ=1。
样本容量分别取为 n=300，n=3000，n=10000， 给定参数
的 初 值 ω （0）=（0.35，0.2，0.5），μ （0）=（12，21，7），σ2（0）=（5，9，2），
迭代次数均取为8 次，其计算结果见表 1。
由 表 1
可 以 看 出 ，
在 迭 代 次 数
固 定 时 ， 随
着 样 本 容 量
的 增 加 ， 参
数 的 估 计 值
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摘 要：Copula 函数包含了变量的边际分布和变量间的相关结构两方面的信息。用 Copula 函数
可以很灵活地构造相关结构和边际分布不同的联合分布函数。 Archimedean Copula 函数在金融市场
分析中很有用。在用 Copula 理论建模的过程中有一个很重要的环节是参数估计。文章采用对边际分





Copula 函数是把多维随机变量的联合分布用其一 维 边
际分布连接起来的函数。 自从 Sklar(1959)提出 Copula 理论，
Copula 函数已经在很多领域得到成功的应用。 尤其在金融领
域的应用最广泛，很多学者在资产配置、信用评分、违约风险
建模、 衍生品定价和风险管理等方面用 Copula 理论做了深






估计技术来估计变量的边际分布， 从而找到合适的 Copula 函
数。
1 常见的 Copula 函数
实际研究中常用到的 Copula 函数有两类： 一类是椭圆
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Copula，一类是 Archimedean Copula。 椭圆 Copula 主要包 括
正态 Copula 和学生 t-Copula。 Archimedean Copula 主要包括
Gumbel Copula，Clayton Copula 和 Frank Copula 等 。 Valdo
Durrleman 等 对 Archimedean Copula 函 数 做 了 较 好 的 总 结，
指 出 Gumbel Copula 函 数 通 常 只 具 有 上 尾 相 关 性 ，Clayton
Copula 只具有下尾相关性，Frank Copula 则既无上尾相关也
无下尾相关性。 这样 Archimedean Copula 的特性就与金融市
场的牛市、熊市或多头、空头等市场特征相吻合，所以在金融
领域广泛采用。 本文就是基于 Archimedean Copula 的这三种
形式进行非参数估计的。
Archimedean Copula 函数是由连续、 严格递减的凸函
数 φ(·)：[0;1]→[0,∞],φ(1)=0 生成的。 φ(·)称为 Copula 的生成















































不总是正态的。 Copula 函数有灵活的相关结构。 用 Copula 函
数来构造相关结构非常方便。 根据 Sklar 定理，可以从任意类
型的分布函数和任意类型的 Copula 函数来构造许多有用的
多元联合分布函数。 这样用 Copula 理论分析数据模型时，主
要分两步：第一步确定随机向量的边际分布，第二步确定合
适的 Copula 函数来描述随机向量的相关结构。 Copula 函数
中的参数大小，决定了相关的程度。
2.1 Copula 函数的参数估计
在利用 Copula 理论建模时， 在选定合适的 Copula 形式
后， 下一个环节就是对参数进行估计。 以二元 Copula 函数
FXY(x,y)=C(FX(x),FY(y))为例，两 边 求 偏 导 数，α 是 Copula 的






关 于 参 数 的 估 计 方 法 ，Claudio Romano （2002）,Durrle-
man.V(2000),Bouye(2000)等 提 出 了 利 用 极 大 似 然 法，边 际 推



















ula 的参数， 计算量很大， 所以考虑将边际分布中的参数与
Copula 中的参数分别估计。 IFM 方法是两步最优化方法，首
















中的参数。 而 CML 方法不同，不必对边际分布做出假设，利
用经验分布函数作为边际分布函数的估计值。 做法是首先将
（Xt,Yt)转化为新的序列(u赞 t,v赞 t)，其中u赞 t=F赞 X(Xt),v赞 t=F赞 Y(Yt);F赞 X(Xt)，F赞 Y








Σlnc(u赞 t,v赞 t;α) （19）
2.2 Copula 函数的非参数核密度估计
本文主要借鉴的是 Parzen 的核密度估计思想。 上面的
ML 和 IFM 估计方法需要对变量的边际分布做出假设，CML





估计，并对 Copula 中的参数 α 进行参数估计和统计检验。
利用非参数核密度方法对 Copula 函数估计的具体步骤
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其中 KA(.)，KB(.)为核函数，hA,hB 为光滑参数。 不断调整光
滑参数， 就可以得到两种资产 A 和 B 的收益率的较满意的
密度曲线的估计。









































这样我们就得到了 Copula 函数中(ut,vt)的估计值(u赞 t,v赞 t)。








Σlnc(u赞 t,v赞 t;α) (12)














选取上证综合指数和深圳综合指数 1996 年 1 月 2 日~
2008 年 9 月 2 日共 3066 个数据作为样本，数据来源于 wind
资讯。 实证中所有的图形和计算都是通过软件 R2.6.2 完成
















态性，所以我们这里选定正态核函数 K（μ）=（ 2π姨 ）-2exp(-
μ2
2 )
， 由正态核的经验法则h赞 AMISE≈1.06σ赞 n-1/5 选取光滑参数，
这样就可以计算得到沪深两市的非参数核密度估计的光滑
参数分别为h赞 A=0.00381，h赞 B=0.00413；再由公式（10）得到两个
序列的核密度函数估计， f赞A(x)和g赞 B(y)。 其图形见图 1。
从图 1 可以看出核密度估计函数基本上拟合了收益率


























































图 2 u,v 经验分布与标准均匀分布的 CDF
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Copula 函数的参数估计值。 结果见表 3。
上面利用非参数核密度估计方法得到了上证与深证综
合收益率的不同 Archimedean Copula 的参数估计值。 但是这
些不同的 Copula 函数是否能描述两市的相关结构， 还需要
进一步的检验。 这里利用 Roberto De Matteis（2001）的思想，








布， 则绘制出的 Q-Q 散点图应该大致分布在标准均匀分布
的 直 线 附 近 。 下 面 是 经 过 计 算 得 到 的 三 种 Archimedean
Copula 的 Q-Q 散点图（图 3）。
图 3 中 的 实 线 表 示 拟 合 的 Copula 函 数 。 可 以 看 到
Frank Copula 和 Clayton Copula 的 拟 合 效 果 要 比 Gumbel
Copula 好。 而且 Frank Copula 离均匀分布的距离更近一些。
进一步利用 K-S 检验三种 Copula 是否服从标准均匀分
布，并计算与标准均匀分布之间的距离（见表 4）。
从表 4 可以看出 Frank 和 Clayton 离标准均匀分布距离
比较近，而 Gumbel 要远一些。所以沪深两市的相关结构可以
由非线性结构 Frank 和 Clayton Copula 来描述。 实证选取的
数据是从 1996 年实行涨跌停板限制到 2008 年 9 月，时间跨
度很长， 期间中国股市经历了 1999 到 2001 年的整体繁荣，
再到 2001 到 2005 年的持续低迷， 一直到 2005 年 6 月以后
股市又绝地反弹，2007 年后半年的大跌，两市的相关结构基
本上对称的。 而且可以发现在股市下跌时，两市的相关性要
高于上涨时，这可以用 Clayton Copula 来表示。 进一步计算





的问题， 这是一个比较新的研究领域。 而 Copula 函数的出
现，无疑为研究这种相依结构提供了有力的工具。 本文通过
非参数核密度函数方法估计出 Archimedean Copula 函数，并
利用它对沪深股市进行了相关性分析，得到了比较适合
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图 3 Archimedean Copula 的 Q-Q 散点图
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